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R E S U M O
v
Este trabalho descreve duas aplicações da teoria de pro­
pagação de ondas em estruturas periódicas: uma estrutura discreta 
e outra contínua.
Apresenta-se inicialmente uma descrição simples da propa 
gação de ondas em meios contínuos, com o propósito de rever con­
ceitos e definições e dar ao trabalho um corpo contínuo.
Também, com este propósito,revisam-se alguns elementos de 
matrizes de transferência, que serão úteis ao estudo da estrutura 
contínua.
r .
Formula-se matricialmente o problema de propagação de on 
das através de um exemplo de estruturas discr'etas.
As constantes de propagação são derivadas e discutidas.
Uma teoria da resposta de estruturas discretas, por via 
de propagação de ondas, ê apresentada.
Resultados numéricos são apresentados e discutidos.
*
Um modelo experimental da estrutura discreta ê construí­
do e ensaiado.
Òs sistemas de medição, excitação , calibração e analise 
àã resposta da estrutura são descritos e discutidos.
*Os resultados numéricos (obtidos via computador digital) 
são comparados com os experimentais.
0 problema de propagação livre de ondas em um tubo trans^  
portando um fluido e periodicamente suportado ê formulado.
As constantes de propagação são computadas e comparadas 
com os resultados anteriores encontrados na literatura.
vi
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A B S T R A C T
This work describes two applications of the theory of 
free wave propagation in periodic structures: one discrete and a 
nother continuous atructures.
A simple description of wave propagation in continuos m£ 
dia is presented, with the sole objetive of reviewing definitions 
and concepts and for the sake of completness.
Also, for the same reasons, some elements of the 
of transfer matrices are presented.
r *
The free wave propagation problem is formulated 
an example of discrete mechanical structure.t
The propagation constants are derived and discussed.
A theory for the response of discrete periodic structu 
res, based on the wave propagation phenomenon, is presented.
Numerical results are presented and discussed.
An experimental model of a discrite periodic structure 
is built and tested.
Computed and measured results are compared and discussed.
theory
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ABEXO I FOTOGRAFIAS REFERENTES AO MODELO EXPERIMENTAL lit
1C A P Í T U L O  I
1. INTRODUÇÃO
Uma estrutura periodica consiste de elementos idênticos 
unidos de maneira idêntica, para formar o sistema completo.
/
A engenharia ê abundante em exemplos de sistemas perio 
dicos: uma viga contínua sobre apoios igualmente espaçados; uma 
■tubulação forçada montada em anéis de rigidez igualmente espaça 
dos; a parte de uma fuselagem entre dois montantes e enrigecida 
por vigas ("stringers"). 4
Nos últimos anos alguns autores, reconhecendo as limita 
çôes do método modal |l| para a analise dinâmica destes sistemas 
desenvolveram esforços no sentido de colocar em bases firmes o 
método de propagação de ondas.
Por este método a resposta da estrutura ã excitação po
* -K
de ser determinada sem calculo previo dos modos e freqliencias na 
turais. 0 amortecimento, independente de sua quantidade ou natu 
reza (desde que seja linear), não traz qualquer complicação ad_i 
cional. Não sâ.O iiecessãrias longas somas de contribuição modal.
%0 método de propagação de ondas em estruturas periódicas
r
baseia-se no seguinte princípio: se representa uma quantidade 
associada a uma onda harmônica propagando-se livremente num siste 
-ma periódico e se tem valores ipo Q ^1 nos extremos de um período 
estrutural, então
^ i = 'J>oe ^y (!•!)'
onde y ê a constante de propagação e representa a variação de fa­
se entre 4? 1 e ^ o •
Este princípio foi extensivamente usado por Brillouinj2| 
em estruturas cristalinas e linhas elétricas.
Os primeiros trabalhos em estruturas de engenharia fõram 
feitos por Ungar j3| e Bobrovnitskii e Maslov [4| em estruturas 
simples de vigas.
Mead e Wilby |5| introduziram o uso de funções receptân- 
cia, que, salvo para estruturas simples, ê algebricamente penoso.
Espíndola |6| foi o primeiro a usar matrizes de transfe­
rência em estruturas periódicas.
Uma teoria matricial geral foi por ele desenvolvida que 
permite dètermiriar a resposta de qualquer estrutura periódica.
2
Uma teoria ë orientada para computador digital.
Neste trabalho uma compilação de conceitos sobre propaga 
ção de ondas ê apresentado no capítulo II visando a clareza e con 
tinuidade do assunto.
No capítulo III procura-se citar alguns aspectos gerais 
da teoria de matrizes de transferência. 0 conceito de estação ê a 
nalizado através de um modelo matemático.
No capítulo IV o problema de propagação livre de ondas é 
estudado, através de um sistema discreto. As matrizes de transfe 
rência são formuladas seguindo a orientação de Pestel |7|. . f'
r .
No capítulo VI um modelo experimental representativo do 
sistema discreto estudado nos capítulos IV e V ê analisado. 05 r£ 
sultados são comparados com os resultados obtidos no capítulo V.
No capítulo VII é formulado o problema de propagação li^  
vre de ondas em tubo suportado periodicamente com um fluido em mo 
vimento. Os resultados são comparados com outros empregando o me 
todo da equação dos três momentos.
Conclusões finais e sugestões para novos estudos são a 
presentadas.
A teoria da resposta de estruturas periódicas a forças é 
revista ê apresentada sob novo enfoque, que se presume mais ele­
gante é mais adequado ãs computações numéricas.
4C A P I T U L O  II 
MOVIMENTO ONDULATÓRIO UNIDIMENSIONAL
2. INTRODUÇÃO
A finalidade deste capítulo ê apresentar o conceito de 
onda, considerando apenas o essencial para a melhor compreensão 
dos capítulos posteriores.
✓
A teoria ondulatoria £oi fonte da preocupação dos fís.i- 
cos contempo-râneos, mas jã por volta do século dezenove os cien­
tistas Hamilton, Kelvin, Stokes, Reynolds e Rayleigh desenvolve­
ram um princípio para a teoria ondulatoria linear, empregando os 
modos normais de vibrações, e descreveram com exatidão, o concei­
to de velocidade de grupo, dispersão e soluções exatas para a e- 
quação da onda. J. P. G. Richards e R. P. Williams |8| assim def^ L 
nem onda: uma onda é uma forma de transmitir energia de um ponto 
a outro sem qualquer transferência de matéria. Portanto, ê uma for 
ma de transmitir informação de um ponto a outro.
Existem inúmeros exemplos de ondas: ondas em fios, em 
barras, em membranas, ondas sonoras, em linhas de transmissão e 
outras. A seguir serã dada uma descrição dos tipos de ondas que se 
rão utilizadas nos capítulos posteriores.
2.1. DESCRIÇÃO MATEMÁTICA DAS ONDAS
*
5
A descrição aqui apresentada segue de perto aquela 
.encontrada em J. P. G. Richards e R. P. Williams |S. |.
2.1.1. ONDAS EM MEIO NÃO DISPERSIVO
Considere-se um fio de comprimento infinito 
inicialmente em repouso. Em seguida escolhe-se como eixo x do sijs 
tema de coordenadas, aquele ao longo da posição de equilíbrio do 
fio, e o eixo y representando o deslocamento transversal de uma 
partícula do fio de sua posição de equilíbrio. Esta situação esta 
representada-na figura 2.1.
i
y _ c (velocidade da orrda)
secaó Y = f ( X )  
no in s ta n te
v. 12
1 "" 1 ^
0 . 0 *  X
#
t
Figura 2,1 - Fio de comprimento infinito.
*
. Se for aplicada uma rãpida perturbação no 
fio à esquerda da origem, as partículas nele contidas irão movi­
mentar-se da sua posição de origem. Deve-se admitir que esta per- 
turbaçãõ escorra paralela ao éixo y de forma que se possa tomar o 
val0r dê y êffi qualquer ponto no fio como uma medida do distúrbio,
%de qualquer ponto em um certo instante t. Se for tomada uma foto­
grafia em alta velocidade durante a passagem da perturbação , o 
fio serã visto em forma de curvas movimentando-se com velocidade 
constante e sem variação de forma (ver figura 2.1). Se forem toma 
das duas fotografias nos instantes t , e t2, ambas mostrarão a mes 
ma forma, sendo que a segunda estarã deslocada ao longo do fio na 
direção da propagação. No instante t] a forma da curva serã descri 
ta pela .função;
6
y = f(x)
no instante X ,2 a forma da seção serã descrita pela função
Supõe-se que a curva se move com velocidade 
constante c, a distância 00' ê igual a c(t2 - t x). Assim, tem-se
X = x - c(t2 - t j)
crita íJÕr:
Deste modo, no instante t2 a curva serã des-
y = f[x - c(12 - tif|
*
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Finalmente, se o relogio do tempo for aciona 
do no instante em que a curva passar pelo ponto 0, isto e, ti = 0, 
qualquer curva em um instante de tempo t será obtida pela substi­
tuição da quantidade t2 - tj, pela quantidade t. Assim, tem-se:
y+ = f(x - ct) (2.1)
Esta expressão defina completamente uma onda 
transversal cunidimensional de forma constante, movendo-se com ve­
locidade constante c, ao longo da direção positiva de x. É fácil 
mostrar que, nas mesmas condições, uma onda que se move na dire­
ção oposta será dada por:
y_ = f(x + ct) (2.2)
As expressões (2.1) e (2.2) são funções de 
duas * variáveis independentes; isto significa que para encontrar- 
se o valor de y tem-se que conhecer as variáveis x e t.
As expressões (2.1) e (2.2) ainda não repre- 
sentâüi iiriist expressão geral, pelo fato de ambas descreverem o mov^ L 
mêritò üridüiãtõriò em direções opostas de propagação, e também por
%
que 'ambas são especificadas em função de f. Para se obter uma e 
quação geral será necessário a desvinculação dos fatos acima, o 
que será obtido pela diferenciação das equações (2.1) e '(2.2). Pa 
ra facilitar este estudo far-se-ã uma mudança de variável na equa 
ção (2.1) da seguinte forma:
z = x - ct (2.3)
Diferenciando y = f (x - ct) = f(z) em rela
ção a t, tem-se:
= - c • (2‘4)
3t dz
Similarmente
3y _ cLf (2.5)
3x dz
r -
Eliminando df/dz entre (2.4) e (2.5), tem-se:
= - c ‘ -í2*6)
3t 3x
Repetindo tudo o que foi feito acima para a 
função y = f(x + ct) com a seguinte mudança de variável w = x+ct, 
obtêm-se:
-iX = c h . t2*7)
31 3x
Verificando as equações (2.6) e (2.7) cón 
clui'-se que elas são bem semelhantes, mas são obtidos resultados 
diferentes, para direções de propagações diferentes. Para elimi­
nar esta restrição, já que procura-se uma equação bastante geral, 
toma-se a diferenciação segunda em relação a t na equação (2.4) . 
Entâõ *
Ü X  = c2 (2*8)
3t2 3z 2
8
Analogamente, derivando (2.5) em relação a x,
9
*
tem-se:
l l X - d l É  (2. 09)
3x2 dz2
Finalmente, comparando (2.08) e (2.09), tem-
se:
Ü  = J- AÍZ (2.10)
3x2 c2 3t2
r ' - Se todo esse processo fosse repetido para
y_ = f(x + ct) o resultado final seria o mesmo. Isto significa que 
obtêm-se uma equação inteiramente independente da direção de .pro­
pagação. Assim sendo, a equação diferencial parcial de segunda or 
dem (2.10) descreve o movimento ondulatório em ambas as direções 
de propagação sobre um fio, com velocidade de propagação constante 
e forma de perturbação invariável no tempo.
2.1.2. ONDAS HARMÔNICAS * '■ r ' 1
As funções representadas pelas expressões 
(2.1) e (2.2) são completamente arbitrárias. Portanto, a forma de 
uma oiidâ pôâèfi. ser a de qualquer curva contínua. A forma de onda 
mâi§ áiflijjiês pàrà ser tratada analiticamente ê a senoidal pura.
10
Tais ondas poderão ser assim expressas:
y = f (x - ct) = a .sen b (x - ct) (2.11)
onde a e b são constantes.
Estudar-seã agora o comportamento de um ponto quando uma
onda descrita pela equação (2.11) propaga-se ao longo de um fio
elástico flexível igual ao descrito anteriormente. Suponha-se o 
ponto a Xj metros da origem. Consequentemente,
r .
y = a sen b(xi - ct) (2.12)
k
OU
y = - a sen b(ct - x j  (2.13)
As expressões (2.12) ou (2.13) são funções apenas da va 
riãvel t, já que se está considerando o movimento do ponto em x =
*
= *1-
Um ponto ao realizar um movimento harmônico terá a se 
guintè equação do movimento:
y - a sen (2üft + e) (2.13.1)
Comparando (2.13.1) com (2.13) vê-se que es­
tas expressões são idênticas; assim, um ponto sobre o fio oscila­
ra com movimento harmônico simples. Por esta razão, ondas senoi- 
dais são também chamadas de ondas harmônicas. Agora pode-se iden 
tificar a quantidade "a" como a amplitude do movimento causado pe 
la onda.
Ainda pode-se afirmar que,
2üf = bc
ou
11
*
Assim, pode-se dar um significado físico pa­
ra "b" em função da freqllência de oscilação "f" e velocidade "c" 
da onda. Ja que "xu ê o período do movimento harmônico simples, po 
de-se identificar o período da onda como 2n/bc.
A representação grafica da equação (2.11) ê 
apresentada na figura 2.2 para um dado valor de t. A função seno 
é periódica, a forma da onda repete-se para intervalos fixados de 
x. A distância repetida é conhecida como comprimento de onda e ê 
designado por X.
2üf (2.14)
12
Figura 2,2 - Representação gráfica da equação 2.11 .
Aumentando-se x da quantidade X na. equação
i
(2.11), o valor de y não será alterado, por definição, isto ê,
y = a sen b(x - ct) = a sen b(x + X - ct)
Mas, a menor quantidade que se pode adicio­
nar à fase da função seno deixando-lhe inalterada para todos os 
valores de x ê 211. Consequentemente,
bÀ = 2n
ou
2n (2. 15)
13
De (2.14) e (2.15) tira-se
2ïï = 2ïïf 
À c
o que leva a um resultado extremamente importante
c = fX (2.16 )
Assim, a equação (2.1-3) poderã ser reescri-ta 
de várias formas diferentes;
971
y = a sen —  (x - ct) ,
X
y = a sen 211 (— - ft) ,
A
y = a sen 2n (— - —) 
X T
onde t ë o período.
Será definido agora o numero de onda K como 
sendd § flUfflêro de comprimentos de ondas por metro. Assim, K=l/A,e
14
y = a sen 2n(Kx - ft)
Dependendo da escolha da origem poder-se-ã 
chegar â seguinte expressão:
y = a sen 2IT(ft - Kx) (2.17)
2.1.3. FORMA EXPONENCIAL DAS ONDAS HARMÔNICAS
Da teoria elementar dos números complexos po
de-se escrever:
e10 = cos 0 + i sen 0 (2-18)
ou
e lD = cos 0 - i sen 0 (2.19)
— — / - 1 0 — onde i ê a quantidade imaginaria /-I . A expressão e ê uma
quantidade complexa, que ê expressa como a soma da parte real
cos 0, e dã pàrte imaginaria sen 0. Nesta notação pode-se identi-
ficàí § éõs 0 como a parte real de e10 na forma abreviada #(e10),
- i 0 e 8 §êft 0 CÔfflO a parte imaginaria na forma abreviada S (e ) .
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Nesta notação a equaçao (2.17) pode ser es­
crita como:
y = a sen 2n(ft - Kx) = * ae2IIi (£t - Kx)'
Finalmente, escreve-se a expressão acima onú 
tindo o símbolo s  , tendo em vista a parte imaginaria da expressão 
ter significado físico. Consequentemente,
y = ae2JIi(ft - Kx) ( 2 . 2 0 .)
A vantagem de se trabalhar com funções expo­
nenciais ê que matematicamente são melhores de integrar, diferen­
ciar e somar como séries.
2.2. EXEMPLOS DE ONDAS EM MEIOS FÍSICOS
A título de ilustração e em favor da clareza, al­
guns exemplos de meios elásticos não dispersivos serão abordador. 
Esse assunto ê abundantemente apresentado em livros textos ]9| , 
|10| e [11 i s sua inclusão aqui serve para completar o trabalho.
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2.2.1. FIO FLEXÍVEL
Na seção (2.1) supõe-se que um pulso no fio 
esticado movimenta-se com velocidade constante "c" e sem variar a 
forma. Agora confirmar-se-ã esses resultados utilizando as leis 
mecânicas e as propriedades do fio.
Então, medir-se-ã o distúrbio transversal de 
vido â passagem da onda por y. A massa por unidade de comprimento 
do fio e p, e a tensão do fio ê T.
As seguintes hipóteses serão introduzidas:
r ^
a) o valor de y e muito pequeno comparado a 
qualquer comprimento de onda de interesse;
b) sõ existe movimento na direção y;
c) a tensão no fio ê inalterada pela passa­
gem da onda;
d) os efeitos da gravidade são desprezados.
I
Aplicando-se a segunda lei de Newton a um pe 
queno elemento do fio, obtém-se a equação diferencial parcial de 
ondas transversais ao longo do fio.
A figura 2.3 mostra um pequeno elemento do 
fi§ êüjê êôffipíimento, na posição de equilíbrio, ê "<5x”. Durante
%a passagem da onda, o elemento ê deslocado para a posição instan 
tânea A'B'. Os ângulos formados pelo fio com relação ao eixo Ox 
nos pontos A' e B' são © e 0 + 60.
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Figura 2.3 - Elemento do fio.
Considere-se as forças agindo no elemento de 
comprimento ôx. Como o ângulo 0 + 60 ê bem pequeno, a componente 
T + ÔT na extremidade direita do elemento ôx, ê aproximadamenteX X
igual a T, e a resultante da força na direção x ê muito próxima a 
zero. A magnitude da força transversal na extremidade esquerda ê 
igual a T e na extremidade direita ê T + ôT . A força transver
5 y  y  y  v
sal líquida, considerando a direção para cima como positiva, e en 
tão, . Se o comprimento ôx e pequeno, a variação 6T^ pode ser
calculada como
ôT
ÔT = -j— óx (2.21)
y ôx
*
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A tensão em cada extremidade do elemento pode 
ser decomposta nas componentes longitudinais e transversais. As­
sim, tem-se na extremidade esquerda do elemento:
T = T sen 0, T = T cos 0 y x
Como o ângulo 0 ê muito pequeno, o cos 0 tor 
na-se aproximadamente igual a unidade e a componente T torna-se
A
aproximadamente igual a T; também o seno de um ângulo muito peque 
no é aproximadamente igual a sua tangente; como o deslocamento y 
é uma função de x, pode-se escrever:
r ,
sen 0 = tag 0 =
3x
A magnitude da força transversal em qualquer
ponto ê, portanto:
T = T &  (2.22)
y 3x
Derivando, tem-se:
3T
X = t ÈZX
3x 3x2
(2.23)
Substituindo (2.23) em (2.22), tem-se:
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*
ÔT = T -5ÍZ ôx 
y 3x2
A massa "ôm" do elemento "6x" ê o produto da 
massa por unidade de comprimento por "5x":
óm = yôx
A aceleração transversal do elemento ê
9 y a = — z-
y  3 t 2
Assim, da segunda lei de Newton
ôT = (ôm)a ,
y  y
ax* 9t 2
ie _3ÍZ = 1 i!x (2.24)
312 y 3 x2
Esta equação está na mesma forma da equação 
(2.10). Velocidade de propagação\/T/y.
2.2.2. FLUIDOS
Suponha-se um tubo rígido oco, infinitamente
longo (ver figura 2.4) de secção transversal circular de ãrea "A", 
contendo um fluido (líquido ou gãs). Na sua posição de repouso a 
densidade ê po e a pressão P0. Considere-se um pequeno elemento 
do fluido de comprimento ôx entre R e S. A figura 2.4 mostra um 
elemento do fluido que, na ausência de um distúrbio, encontra-se
r .
entre os planos "x" e ”x + óx". Quando uma onda movimenta-se ao 
longo do tubo, a face esquerda do elemento ê deslocada de uma 
quantidade z e a face direita de uma quantidade z + ôz. A variá­
vel " z " mede o deslocamento longitudinal de ponto devido â passa­
gem da onda. Seja a pressão do lado esquerdo P e do lado direito 
P + <5P.
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A P.------► -4------ APo
<*} R S .x x + t x
1
f jd £
1
1
1
1
11
1
— 4(P+-w>) 7
x + í r + +• i + S«
Figura 2.4 - Ondas em fluidos. Em (a) o flui­
do éncontra-se em equilíbrio, enquanto em (b) 
a passagem da onda provoca um deslocamento no 
cilindro de RS para R'S'.
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A relação entre a variação de pressão P - P0 
(que serâ chamada de pressão acústica p) e a variação fracionária 
no volume do cilindro e:
v Aôz
P ' - K ÃSÍ
onde K ê o modulo volumétrico, uma vez que o volume original era 
Aôx e o volume aumentado Aôz. Aqui despreza-se <SP em comparação 
com P - Pq; o sinal menos significa que um aumento na pressão a 
companha uma diminuição no volume. No limite quando ôx -+ 0, tem- 
se :
K lim —  = - K —  (2.25)
ôx -* 0 ôx 9x
Aplicando-se ao elemento R'S' a 2. Lei de New
ton, tem-se:
PA - A(P + ÔP) = Apoôx —  (2.26)
3 t 2
Não se pode desprezar ôP aqui, jã que esta d:L 
ferença ita pressão esta causando o movimento. Agora
p = P - Po
assim, ôp = ôP ,
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Como Po ë constante, (2.26.) torna-se:
- Aôp = ApoSx
9 z 
9t2
Pode-se escrever
que :
ôp = -^ ôx, jã que ôx ë pequeno. Assim, 
3x
- ôx = poôx -^5. (2.27)
9x 9t2
Diferenciando (2.25) com relação a x vê-se
= _ K 92 z 
9x 9x2
Substituindo esta equação em (2.27), tem-se
9 2 z
9x2
9 z
K/p o 31'
(2.28)
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Assim, ondas longitudinais propagando-se em 
um fluido têm velocidade igual a \/K/Po'*
2.2.3. BARRA LONGITUDINAL
0 raciocínio da seção (2.2) pode ser aplica 
do com pouca modificação ao caso de ondas longitudinais em barras 
finas. Considere-se a pequena secção PQ da barra de secção tran^ 
versai de ãrea A, densidade p e modulo de Young E; a secção ê de_s 
locada para P'Q' e ê diminuída no comprimento devido ã passagem 
de uma onda longitudinal (ver figura 2.5).
f ‘ <
(a) P a v
X *+ $*
1
1
' 1
1
1
* + Z X+Sf+Z+Sl
Figura 2.5 - Ondas longitudinais em barras. 
Em (a) a barra encontra-se na sua posição de 
equilíbrio, enquanto em (b) a secção PQ êde.s 
locada para P'Q' devido ã passagem da onda.
Por definição do modulo de Young, tem-se:
— = E —  
A ôx
(2.29)
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Aplicando-se a segunda lei de Newton, tem-se:
ÔF = Apõx
3t 2
mas,
5F = —  6x = AE ^ 6x (2.30)
3x 3x2
Consequentemente,
32 z 3 2z
3x2 E./p 3t
(2. 31)
que ê novamente a equação da onda. A velocidade para ondas longi­
tudinais em barras ê:
2.3. ONDAS ESTACIONÁRIAS
Suponha-se que a forma inicial do fio seja, em todo 
seu cQflipri-fflintõ, eosenoidal (isto ê, a forma de uma curva coseno),
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com comprimento X. Isto quer dizer que:
4>(x) = a cos 2n - (2.32)
Fazendo as velocidades iniciais de todas as partícu 
las que contêm o fio serem zero, tem-se'a expressão:
y = - cf>(x - ct) + - <))(x + ct) (2. 33)
2 2
<* Introduzindo a forma de <j> dada pela expressão (2. 32) , 
a expressão (2.33) torna-se:
y = — a cos —  (x - ct) + — a cos — (x + ct)
2 X 2 X
(2. 34)
Esta equação descreve o movimento subsequente do 
fio. Agora pode-se escrever (2.34) na forma:
l , 4 r i x ^  1 ,  4 n c t s  y = a cos — (---) cos — (- ---- )
2 X 2 X
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A identidade trigonométrica
cos A + cos B = 2 cos [1/2(A + B)] cos [l/2(A - B)j]
foi usada, e pode-se desprezar o sinal menos no argumento do se­
gundo termo, visto que cos 0 = cos (-0)'. Pode-se substituir X/c  
neste termo por x o período. Assim, a expressão anterior tornar- 
se-ã:
2Hx 2nt y = a cos --- cos -- - (2.35)
Em (2.35) (a cos 2üx/X) representa a distribuição es^  
pacial ao longo de x, dos deslocamentos y. Estes deslocamentos va 
riam harmonicamente, no tempo, conforme o fator cos 2nt/x- A figu 
ra 2.6 representa a expressão (2.35) em vários instantes. Vê-se 
que não existem, aparentemente, ondas movimentando-se ao longo do 
eixo x em qualquer direção. De fato, as duas ondas movimentando- 
se, somam-se, neste caso, para dar um efeito estacionário. Tal su 
perposição ê chamada onda estacionária, e ê de grande importância. 
Veri‘f ica-se, pela figura, que existem pontos que nunca se movem . 
Estes pontõS, chamados n5s, são obtidos fazendo-se: a cos (2üx/X)
= 0 em (2.IS), o que dá:
I M  _ +n +3Ti +5n 
— * — * — *
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Em outras palavras, tem-se nos nos pontos
x = (2n + 1)X/4 , n = 0,
±1, ±2 ,
A —A de cada no tem-se um ventre, ou antino, onde
4
o deslocamento y ë mãximo.
Deve-se salientar um aspecto matemático importante 
de ondas estacionárias. As ondas estacionárias são descritas pela
r
equação (2.35), isto é,
2nx 2nt y = a cos --- cos ---
que em geral pode ser descrita como:
y = X(x) T(t)
onde X(x) e T(t) são, respectivamente, funções apenas de posição 
e têflípiô;
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Figura 2.6 - Ondas estacionárias em tempos 
diferentes.
2.4. DISPERSÃO E VELOCIDADE DE GRUPO
Os sistemas físicos tratados nas seções (2.1), (2-2) 
e (2 • 3) fõrnéciâm uiiiâ ünica velocidade da onda, determinada pelas 
ctíii§fcãft£ê§ iíâiêâs do meio. Encontrou-se
29 
T para o fio 
y
c = / —  para o fluido 
Po
Nestes meios a velocidade de propagação da onda, va 
le dizer da energia, depende apenas de parâmetros físicos do mes­
mo. Não depende, por exemplo, do comprimento de onda.
Existem, entretanto, meios çm que a velocidade de 
propagação de. ondas mostra-se dependente do comprimento de onda . 
Estes, são consideravelmente mais difíceis de se tratar, do que os 
das seções (2.1), (2.2) e (2.3): um exemplo seria ondas superfi­
ciais sobre um líquido de profundidade h, densidade p e tensaò su 
perficial y, cuja velocidade ê | t f j  :
•2 =
L2n K  p -1
tag h (2nKh) ,
onde- g ê a aceleração devido à gravidade e K o número de ondas. Um 
outro exemplo, seria as ondas de luz em um meio transparente, on­
de a relaçãõ èntre c e \ ê mais complicada, mas pode ser expressa 
aproximadãffiênte por I8 |:
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± = A + —  
c X2
onde A e B são constantes do meio. Esta propriedade pela qual a 
velocidade depende do comprimento de onda ê chamada dispersão; e 
o meio que possui esta propriedade é chamado meio dispersivo. 
Os meios de que se ocupara este trabalho (estruturas periódicas) 
são fortemente dispersivos.
Examine-se agora o comportamento coletivo de um nú­
mero de ondas de comprimentos diferentes, propagando-se simultanea 
mente através de um meio, utilizando o princípio da superposi­
ção. Ver-se-ã o que acontece quando se superpõe duas ondas de fr£ 
qüências e números de ondas levemente diferentes, mas de mesma am 
plitude. Sejam as duas ondas
yi = a sen 2n(fit - Kix)
e
y 2 = a sen 2n(f2t - K2x)
Então, de acordo como princípio da superposição, o 
efeito combinado destas duas ondas ê dado por:
y = yi + ya
(2.36)
0 termo seno representa uma onda cuja freqüência e 
número de ondas são as médias das ondas originais, com velocidade
fj + f2
K i + K2
Como foi admitido acima que fj era levemente dife­
rente de f2 e de K2, 1 /2 (fi + f2) diferira também levemente de 
fj ou f2 e l/2(Kj + K2) de Kj ou K2 .
Assim, o termo seno representa uma onda cujo perío­
do ê muito semelhante as duas ondas originais. 0 termo coseno re­
presenta uma onda cuja freqüência e número de ondas são respecti­
vamente, l/2(fi - f2) e 1/2(K! - K2) e cuja velocidade ê
fi - f2
Ki - K2
Estes termos variam muito mais lentamente com a dis 
tância e o tempo do que o termo seno. A figura 2.7 mostra um es­
quema da função (2.36) obtido para t constante.
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Figura 2.7 - Superposição com t constante de 
duas ondas levemente diferentes, f e K: (a) 
mostra o termo seno da expressão (2.38), (b) 
o termo coseno e (c) o produto dos 2 termos.
As ordenadas do termo seno (ver curva "a") , e do 
termo cosenõ (ver curva "b") são multiplicadas ponto a ponto, para 
produzir a forte curva (c) que esta coberta por uma curva coseno. 
Por simetria* pode-se concluir que, uma curva de (2.36) entre x e 
t têfiâ â fiiê§íiiâ fôrliia da curva (c) .
\ \ ’■iWsf'" iVt^  ^
o LL 3 ’*■ \3fSC \ f frites tspec'^'3 
ç 0,- •) G 3 •-• ^ 1 ' v 
c ..\-:dc Tes^ sv. ‘
Uma combinação de duas ou mais ondas desta maneira, 
ê conhecida como um grupo de ondas. Examine-se como grupos de on­
das comportam-se em meios dispersivos e não dispersivos. Em um 
meio não dispersivo a velocidade da onda ê constante, de forma que
fi f 2 fi + f2 f i - f 2 
Kj K2 Kl + K 2 Kj — K2
Isto significa que as partes seno e coseno da equa­
ção (2.36) propagam-se com a mesma velocidade, de modo que a cur­
va contínua e tracejada da figura 2.7c, movem-se para a direita
r .
com o tempo, com a posição relativa de uma, com relação ã outra 
permanecendo constante. Isto significa que um sinal propagando-se 
em um meio não dispersivo não sofrerã variação na forma. No caso 
do meio ser dispersivo, viu-se que a velocidade da onda varia com 
o comprimento de onda, de maneira que
f i f2 
—  / —  
Kj K2
e portanto
Ki + K 2 Kl - K;
*Isto significa que a curva contínua e tracejada na 
figura 2.7c movem-se com velocidades diferentes. A situação ê a- 
presentada na figura 2 .8 , onde as' curvas da figura 2.7c são mos­
tradas em dois tempos sucessivos.
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Figura 2.8 - Grupos de ondas em meio disper­
sivo. (a) e (b) representam as curvas da fi­
gura 2.7 em dois instantes sucessivos de tem 
po.
Na figura 2.8 pode-se ver que a curva interna move 
se mais rapidamente do que a curva externa, isto significa que
fi - f2 fl + f2
— ---------------------------------------- <  -------------------------------------------------------
Kl - K z Kj + K2
(2.37)
A expressão 2.37, ê conhecida como dispersão normaL 
Por outro lado, se a curva externa move-se mais rapidamente do 
que a curva interna, tem-se:
£ 1 " £ 2 íiJ 1 Í 2
Ki - Kz > Kj + K2 
que ê conhecida como dispersão anômala.
Uma quantidade extremamente importante, que deve-se 
examinar agora é a velocidade com que a energia ê transportada 
quando duas ou mais ondas são sobrepostas para formar um grupo. 
Quando tem-se uma so onda a energia ê transportada com a velocida 
de com que a máxima amplitude se move. No caso de um grupo de' on 
das, (ver figura 2.8) a velocidade com que a mãxima amplitude se 
move ê a da curva externa. Isto significa que a energia ê trans­
portada com a velocidade da curva externa. Esta velocidade ê C£ 
nhecida como velocidade de grupo c . Viu-se que a curva externa
s
move-se com velocidade
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fi - f2 
Ki - K2
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de maneira que
c
g Ki - K ;
Admite-se que fi é diferente de f2, e kj de k: 
pequenas quantidades; pode-se reescrever (2.38) como
c = A Í  
E AK
onde
Af = fi - f2 e AK = kj - k2
No limite quando AK 0, tem-se:
Cg dK
jã que K = 1/X, isto pode ser reescrito como
c = df = _ , 2 df
g d(l/X) dX
2 . 38)
de
2.39)
(2.40)
%Substituindo K por 1/A no lado direito de (2.42),
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obtêm-se:
c
g
c - Adc
dA
Os resultados acima foram deduzidos pela superposi
ção apenas de duas ondas, mas serã valido para um grupo compreen­
dendo um grande número de ondas, a um número infinito de ondas.Pa 
ra tratar um grupo compreendendo um número infinito de ondas ê ne 
cessãrio o uso dos teoremas da teoria das transformadas de Fouri- 
er.
r
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C A P Í T U L O  III 
BREVES INFORMAÇÕES SOBRE MATRIZES DE TRANSFERÊNCIA
3. INTRODUÇÃO
Este capítulo cita alguns aspectos gerais da teoria de 
matrizes de transferência, que serão úteis em desenvolvimentos po£ 
teriores. As matrizes de transferência são importantes no trata­
mento dinâmico de alguns tipos de estruturas, principalmente quan 
do acopladas ao método de propagação de ondas em estruturas perio 
dicas r .
3.1. A EQUAÇÃO DE ESTADO
ESPÍNDOLA J 6  j considera um modelo matemático M (is­
to ê, um conjunto de equações matemáticas) de um sistema físicoS.
0 papel do modelo matemático é descrever alguns aspectos do com­
portamento real do sistema. As equações que constituem o modelo ma 
temático podem possuir várias formas, tais como: algébricas, dife 
renciais, etc. Para a finalidade deste trabalho somente as equa­
ções diferenciais serão consideradas.
Na teoria de controles, o conceito de estado de um 
sistêmâ lísiêê é normalmente associado a um instante particular de 
' iêítipê : Peir èxêmplo, âpiicando-se uma certa entrada ao sistema fí-
sico e observando-se a saída, esta dependera do estado inicial do 
sistema e da entrada aplicada. Portanto, o modelo matemático do 
sistema consiste de duas classes de equações: aquelas que descre-
vem o estado do sistema e aquelas que descrevem a saída do siste-
ma. Neste trabalho não se estarã preocupado com as equações de sa
ida , mas apenas com as de estado. Para um sistema físico, a equa-
ção estado pode ser escrita como:
(z(t) }' = g({z(t) },{f(t) },t ) (3.1)
onde (z(t)} ê um vetor coluna, representando o estado do sistema 
no instante rt,. (f(t)} ê um vetor entrada e (z(t)}' ê a derivada 
de {z(t) } no tempo.
Se o sistema ê linear a equação (3.1) pode ser es­
crita como
{ z ( t ) } 1 = [A(t)]{z(t)} + [B(t)J (f(t) } (3.2)
onde’ (A(t)J e [B(t)j são matrizes n x n e n x p, respectivamente, 
e (£(t)} ê um vetor coluna p x 1 .
Entretanto, para o presente trabalho, o conceito de 
estàâê précisá ser áitêrâdo. Em vez de referências ao estado do
*ma estação particular. 0 estado inicial passara a ser uma estação 
de referência. Portanto, a dimensão tempo serã substituída por u- 
ma dimensão espacial y. Feita esta adaptação na equação (3.2), 
ter-se-ã:
{z (y) } ' = [A (y) J (z (y) } + [B(y)]{f(y)} (3.3)
onde {z(y)}' ê a derivada espacial de (z(y)}.
Na maioria das estruturas de engenharia, as matri­
zes [A(y)3 e [B(y)j não dependem de y. Neste caso, a equação esta 
do (3.3) pode ser escrita assim:
(z (y) }' = [A]{z(y)} + [B]{f(y)} (3.4)
Se nenhuma entrada for aplicada ã equação (3.4), e- 
la serã mais simplificada:
{z (y) }' = [A] {z (y) } (3.5)
onde, para ô presente caso, o vetor (z(y)}, representa o vetor es_ 
taçãéi É[üê ê Umâ matriz coluna dos deslocamentos e das forças in- 
têfílâ§8 À matriz quadrada ê a matriz de estado, que encerra as pro
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priedades dinâmicas do sistema.
3.2. MATRIZ DE TRANSFERENCIA
Entende-se por matriz de transferência [T(y2 ,yi)] 
um operador linear que transforma o vetor estação {z(yi)} no ve­
tor estação {z(y2))- Em notação matemática ter-se-ã:
{ z Cy 2 ) )  = [ T ( y 2 , y i ) ]  í z (y i ) > ( 3 . 6 )
r .Para o caso particular onde yi = 0 e y2 - y, a ex­
pressão (3.6) torna-se:
(z (y) } = [T(y,0)J{z(0)} (3.7)
Admitindo uma solução para (3.5) da forma íz(y)} 
e M  ^  pode-se demonstrar que p.2| :
[T(y,0)J = e W y (3.8)
Pode-se ainda mostrar que |12|
[T(y,0)J = eIA>  = l [A]j ^
j=o j •
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(3.9)
isto e,
[T(y,0)} = Î [Ajj ^  (3.10)
j=0 jl
Da expressão (3.8) pode-se obter algumas proprieda­
des para matrizes de transferência |6 |:
[T(0,0)] = [-1^] (3.11)
[J (y i + Yz ,0)] = [T(yi,0)][T(y2 ,0)J (3.12)
[T(y,0)]_1= [T (-y , 0)] (3.13)
Uma outra expressão muito importante para matriz de 
transferência, ver 16. | , ê:
[T(y,0)] = M " 1 (3.14)
onde [u ] ê a matriz modal de [a] e uma matriz diagonal dos
autovalores de [a] .
Nos capítulos subsequentes ter-se-ã exemplos práti­
cos- de matriz de transferência em sistemas discretos e contínuos. 
No capítulo IV, devido à natureza simples dos sistemas abordados, 
as matrizes de transferência serão derivadas diretamente, usando 
leis da mecânica. No capítulo VII, uma estrutura bem mais comple­
xa será abordada. Far-se-ã então uso de métodos numéricos basea­
dos na expressão (3.14).
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C A P Í T U L O  IV
PROPAGAÇÃO LIVRE DE ONDAS EM ESTRUTURAS PERIÓDICAS DISCRETAS
4. INTRODUÇÃO
A figura 4.1 representa um sistema mecânico discreto in­
finito e periódico. 0 problema de propagação livre de ondas serã 
estudado aqui com referência a este sistema, mas as idéias desen 
volvidas serão bem mais gerais.
A determinação das matrizes de transferência ê fãcil pa­
ra sistemas desse tipo, e segue a orientação de Pestel |7|.
Problemas mais complexos, como o que serã abordado no ca 
pítulo VII exigem a computação numérica das matrizes e o método 
desenvolvido por Espíndola |6 | serã usado.
No capítulo V serã estudado a resposta de sistemas dis­
cretos e no capítulo VI um modelo experimental serã apresentado e 
discutido.
Figtffâ 4ti - Sistema mecânico discreto, infinito e periódico.
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4.1. DETERMINAÇÃO DA MATRIZ DE TRANSFERENCIA DO PERÍODO
4.1.1. MATRIZ DE TRANSFERENCIA CAMPO
Suponha-se que o sistema da figura 4.1 este­
ja vibrando harmonicamente com uma freqüência angular ft. Isolando 
se a mola q^ obtêm-se a figura 4.2 abaixo:
CI< I I
VsA»------O— ►
<
Figura 4.2 
L lí * - ~onde N^ e N^ _^ , são duas forças aplicadas pelos corpos e M^
na mola q^. >A figura 4.2 mostra a direção positiva dessas forças. 
As letras L e R referem-se à esquerda e direita, respectivamente.
Para o equilíbrio da mola tem-se:
NR , = N^ (4.1)
i-l i v }
Pelas propriedades de rigidez da mola, tem-
se:
Ni = Ni-1 * <<i(xi - Xi-15 • 1o s°
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x . = x . , + í í-l
N i l
Q-i
(4.2)
(4.2) ficam:
Em notação matricial as equações (4.1) e
•
X L 1 1/ Q i
r
X R
>  = < >
N i 0 1 N i ' l
> _ J
(4.3)
ou em forma sintética:
(4.3.1)
onde a matriz [F] ê a matriz de transferência campo ou simplesmen 
te matriz campo (ver equação 3.6).
4.1.2. MATRIZ DE TRANSFERÊNCIA PONTO
Isolando-se agora a massa M^ tem-se a figu­
ra 4.3.
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onde M.Œ ï
querda e
q;*<
-4 -------------------
---------------------------
M i n
M .
1
t f
--------------------------
Figura 4.3
:x^ ë a força de inërcia.
Da figura 4.3 tem-se que as deflexões â es- 
a direita da massa são as mesmas de modo que
R L 
xi = xi = xi (4.4)
Para o equilíbrio de forças tem-se:
N* = + q !x . - M.Q2x. 1 1 M1 1 1 1
= N + (q! - M . Q2 ) x . 1 ' i (4.5)
Em notação matricial as equações (4.4) e
( 4 . 5 )  f l e a m ;
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f '
X R 1 0 X
< > = <;
N i cf.-M.fi2 1 
i
N
>
L
!>
i
(4.6 j
ou em forma sintética
{z}* = [P] z>i (4 v 6 . 1 )
onde a matriz [P]. ê conhecida como matriz de transferência ponto 
ou matriz ponto.
4.1.3. MATRIZ DE TRANSFERENCIA DO PERÍODO
Verificando a figura 4.1 vê-se que o período 
L foi dividido em duas partes, onde resultaram as equações (4.3.1) 
e (4.6.1).
A matriz de transferência do período ê o ope
- Rrador linear que transforma o vetor estaçao no vetor esta-
_ R  _
ção {z}  ^ (ver seção 1 .2).
Assim, substituindo (4.3) em (4.6), tem-se:
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íx] R l (T "i i/qj' U] R
J
> >
N 
, .
i q ! -M. íí2 1 
_ 1 1
0 1 N i- 1
<!
N
\
R l 1 /Qi X R
!!
-A 
,H 
.
q!-M.Q2 Mi i
q!-M.ft2'
1 1 +1
qi
<
N
,
>
i- 1
(4.7)
A expressão (4.7) pode ser escrita-assim:
R (4.8)
onde [t] é a matriz de transferência do período, ou seja:
[Tj =
l / q :
q '■
q!-M.Í32 1+— -M.ft2/q. Mi x i
«i
(4.9)
4.2. EQUAÇÃO DAS CONSTANTES DE PROPAGAÇÃO
Brillouin |2| apresenta o problema da seguinte for­
ma: iííiâginê = se quê uma onda harmônica de freqUência circular se 
pròpâgüi livremente pela estrutura 4.1, suposta infinita.. Suponha
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se que o problema admita uma solução do tipo:
com K = I/X, y = 2üKL, íí = 2n£
onde £2 ê a freqüência angular do movimento, t o tempo, K o número 
de onda, X o comprimento de onda, L o período estrutural, a am­
plitude e \p uma quantidade que representa um deslocamento, um mo­
mento, uma força, etc. Assim
Portanto, y é essencialmente definido como um ângu­
lo de fase. A mesma solução do problema poderã ser obtida para y 
ou y ' = y + 2mII com m sendo um inteiro positivo ou negativo.
De acordo com (4.11), tem-se:
{z}* = e"iy { z } ^  (4.12)
De (4.8) e (4.12) tira-se
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Wlz}'., = (4.13)
A expressão (4.13) representa um problema de autova 
lores em que os autovalores são X = e ^  e os autovetores são
fzíR.l-
A expressão (4.13) póde ser escrita na forma (4.14) 
que representa um sistema de equações lineares homogêneas que, pa 
ra possuir soluções não triviais, o seu determinante deve ser nu­
lo .
[T] - [I]e‘11J R '=í0> (4.14)
Assim, de (4.9) e (4.14) tira-se
1 - X l/q
q'-Mft2 ( ^  - Ü*2) + 1 - A
q
= 0 (4.14.1)
De (4.14.1) conclui-se que:
A2 - aX + 1 = 0 (4.15)
com ã = (q' /q) + 2 - n * 2
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e fi* 2 •-= Mfí2/q (freqüência admensional) (4.15.1)
ou ainda, como X = e ly’
e"l2y - aely + 1 = 0  (4.16)
Devido a simetria (ver figura 4.1) de (4.16), tem-
se:
el2y - aely + 1 = 0  (4.17)
Utilizando as relações:
ely = cos y + i sen y, e ly = cos y - i sen y
e substituindo nas expressões (4.16) e (4.17) e em seguida toman­
do a* diferença entre ambas, ter-se-ã:
cos y = a/2
ou âifidâ cos y = 1 + q'/2q - ft* 2 /2 (4.18)
A expressão acima ê a equação das constantes de pro 
pagação. A expressão (4.18) mostra que se y ê uma constante de 
propagação, -y também o é. Isto significa que o sistema, devido ã 
simetria, permite propagações livres em duas direções, com a mes­
ma velocidade de fase.
4.3. VARIAÇÃO DA CONSTANTE DE PROPAGAÇÃO COM A FREQUÊNCIA
4.3.1. DISCUSSÃO DA EQUAÇÃO (4.18)
0 lado direito da equação (4.18) ê necessa­
riamente um numero real, para qualquer valor da freqüência. Mas, 
para que y seja real, e consequentemente para que haja propagaçao, 
o segundo membro de (4.18) devera estar compreendido no intervalo 
aberto (-1 ,+1 ), isto ê:
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1 < 1 + £_
2q
ü * z /2  < 1 (4.19)
assim, para que haja propagação tem-se de (4.19):
qualquer que seja o valor de Í2* no intervalo (4.20), corresponde­
ra a Vâlores de y reais. Este intervalo (4.20) define pois, uma
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banda de freqüências propagantes. Para fi* £ o segundo
membro de (4.18) terâ valor absoluto maior do que 1, consequente­
mente y serã complexo. Assim, tem-se
y = y + iy . (4.21)r ^
onde y_^  ê a parte real de y e y . a parte imaginaria. Assim,
cos y = rcos (y + iy .) = cos y cos iy . - sen y sen iy .v % v % r t
ou seja
cos y = cos y cosh y . - i sen y senh y . (4.22)
o segundo membro 
imaginaria de
r  ^ r
Como foi dito anteriormente 
de ('4.18) ê sempre real, consequentemente a parte 
(4.22) deverá ser nula.
sen y senh y . = 0 (4.23)
Para que (4.23) seja satisfeita, deve-se ter 
uma das seguintes situações:
a) v .
b) ur
qualquer real.
Examine-se agora a situação b em (4.24), ou 
seja, os valores de y^ fora do intervalo (4.20).
De (4.22) tira-se:
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0 e y^ é qualquer real
= ±nü, n inteiro positivo e y.
(4.24)
cos y = cos y cosh y. = 1 + - -—  (4.25)
r  ^ 2q 2
Considere-se primeiro o intervalo fechado a 
esquerda e aberto à direita.
e [0, /^-) (4.26)
q
Para neste intervalo, o terceiro membro
de (4.25) torna-se positivo, o que elimina a possibilidade de y^
ser ±nü, com n ímpar. Assim, de acordo com (4.26) y^ devera neces^
sariamefiti sêr igual a nll, com n par, isto ê, y = 0 , y = ±211,r v
yr = ±4it, etc.....
%Assim, a equação (4.25), para no interva 
lo (4.26) terã a seguinte forma:
cosh y . = 1 + - -— ’ y = ±nü, n par (4.27)
 ^ 2q 2 r
Portanto, qualquer que seja o valor de ti* no 
intervalo (4.26), ter-se-ã dois valores para y. diferentes de ze 
ro.
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Assim sendo, de (4.11) tira-se
= . -i(±nll + iy .) = . i±nll y‘. = , y. 
;N+1 N % e z
ja que n e par. Deve-se lembrar que existem dois valores de y.,um 
positivo e um negativo, correspondendo, respectivamente, a ondas 
propagando-se para â esquerda e para ã direita.
Na realidade, não existe propagação. 0 que o 
corre, ê uma atenuação do movimento na direção respectiva, sem mu 
dança de fase.
Seja agora o intervalo aberto:
Q *  £ C\j 4 + 3_ ,  co) (4.28)
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Para fi* neste intervalo, o terceiro membro de 
(4.25) torna-se negativo. Assim, de acordo com (4.24) y^ deverá ne 
cessariamente ser igual a ±nü, ou seja, y^ = ±nn, com n impar. A 
equação (4.25) para Q* no intervalo (4.28), terá pois a seguinte 
forma:
cosh \ii = ~ 1 " fq’ = '±nII> n ímpar (4.29)
então, qualquer que seja o valor de fi* no intervalo (4.28), ter- 
se-ã dois valores para y .
Aqui, como no caso -anterior, não se tem., "pro 
pagação", rmas atenuação. A única diferença ê que, nos extremos de 
cada período estrutural tem-se uma diferença de fase de 180°. Nos 
extremos do intervalo (4.20), tem-se:
a) para Í2* =^ /q! /q , cos y = 1 , ou seja, 
y = 2nH, n = ±1, ±2, ±3, ...
b) para fi* =\/4 + (q"' /q) , cos y = -1, ou 
seja, y_^  = nil, n = ±1, ±2, ±3, ...
Em ambos os casos y . = 0r
Nos casos a e b acima não existe propagação
de onda, mas também não existe atenuação (y. = 0)1/
De fato para estas duas frequências tem-se 
ondas estacionarias na estrutura infinita.
4.3.2. GRÁFICO DE VARIAÇÃO DE yr E ]ii COM A FREQUEN 
CIA
A discussão acima pode ser sintetizada na f.i 
gura 4.4. Para freqüências entre Q* efif a estrutura propaga e 
nergia. Fora do intervalo Í2* < fi*< a estrutura atenua o mov:i 
mento, mesmo que não haja amortecimento. Essa estrutura tem, por 
tanto, uma banda propagante e duas não propagantes.
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Figura 4.4 - Variação das constantes de propagação y e y. 
com a freqüência. r ^
Se o período estrutural tivesse mais de um 
grau de liberdade, ter-se-ia, correspondentemente, mais de uma 
banda propagante, |6 |.
Mais adiante (capítulo VII) serã estudada u 
ma estrutura em que os períodos têm infinitos graus de liberda 
de. Neste caso, tem-se teoricamente infinitas bandas de propaga 
ção.
Da figura 4.4 pode-se ver que y ê, em geral, 
um numero complexo. A parte real de y representa a diferença de 
fase entre os extremos de cada período estrutural. A pârte ima 
ginãria de y representa a taxa de decaimento exponencial da 911 
da propaganfto.-se de uma massa a outra.
y depende dos parâmetros- q', q e ; portan 
to, pode-se escrever:
y = y(qf, q,fí*) (4.30)
Com base na discussão do item 4.3.1, sinte 
tizada na figura 4.4, vê-se que para cada freqüência existe um 
número infinito de constantes de propagação.
Isto se deve, como jã foi visto, ao fato de 
que o cosseno (4.1§) I uma função periódica de período 211. Por 
outro lado, se y ê ílfllâ esnstante de propagação, então -y também
ó Sifà:
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%.Assim, se ur + 1 ^  £or 0 valor principal de 
y, então -y - iy^ . serã o valor principal de -y. Tem-se portanto, 
dois tipos de constantes de propagação, descritos abaixo:
y + iy . + 2nH, n = 0, ±1, ±2, ±3, ... (4.31)
r i
-y - iy . + 2nII, n = 0, ±1, ±2, ±3, ... (4.32)
As expressões acima são absolutamente gerais 
e se aplicam a qualquer banda, propagante ou não.
No caso particular de uma banda propagante 
(ft* < Q* < fta)> y . = 0 e as expressões acima ficam:
r
y^ + 2nIT, n = 0 , ±1 , ±2 , ±3 , . . .
-y + 2nII, n = 0, ±1 , ±2, ±3, ...
Na figura 4.4 uma reta paralela ao eiso dos 
y, passando pelo ponto A e (fi*,^) corta as curvas em pontos de 
derivadas iguais positivas (+) e outros pontos de derivadas iguais 
negativas (-) (considerando-se Q* como eixo das ordenadas e y co 
mo eixo das abcissas).
As derivadas positivas dí2*/dy , representam 
a velocidade adimensional de um grupo de ondas dirigindo-se para 
a direção positiva do sistema. As derivadas negativas representam 
a velocidade de outro grupo propagando-se na direção negativa.
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4.4. EXISTÊNCIA DE GRUPOS DE ONDAS
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onde K é 
de fase
4.4.1. VELOCIDADE DE FASE
No capítulo II viu-se as seguintes relações:
K = I e c = Xf (2.18)
o numero de ondas, f a freqüência em Hz, c a velocidade 
e ê relacionado com y por
y = 21TKL , (4.33)
Levando (4.33) em (2.16) tem-se
2nLfc = ---- (4.34)
De (4.14), tem-se:
ü = ü* A/q/M
2ITf. Assim,
f = ü*/2Tl Vq/M (4.35)
Substituindo (4.35) em (4.34), tem-se:
(4.36)
onde c representa a velocidade de fase, ou seja, a velocidade com 
que ondas livres se propagam. Vê-se claramente da (4.36) que c d£ 
pende da freqüência, ou seja, o sistema ê dispersivo. Ainda pode- 
se definir uma velocidade de fase dimensional
c* = ~ = —  (4.37)L y
onde c* ê a velocidade de fase adimensional.
grupo sao:
As respectivas velocidades de fase de cada
, n = Ú, ±1, ±2 (4.38)
'+ + n 211
c* - --- ríF’ n = °* ±X’ ±2 (4'39)-y + n2IÍ r
Para se ver mais claramente que dfi*/dy repre 
senta uma velocidade adimensional de grupo, pode-se fazer referen 
cia â expressão (2.4.1), onde a velocidade de grupo ê definida co 
mo:
c = df/dK, onde K ê o número de ondas.
Como f = (íí*/2II) ■\/q/M e y = 2TIKL, tem-se:
c = df/dK = dfi*/dy L \/q/ M '
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e usando a expressão anterior chega-se a
G*=df2*/dy (4.41)
g
As velocidades de fase (4.38) e (4.39) podem
ser graficamente representadas conforme a figura 4.5. A figura 4.6 
ajudara na interpretação da figura 4.5. As curvas tracejadas re 
presentam as velocidades de fase dos grupos negativos e as curvas 
contínuas as velocidades de fase dos grupos negativos. As veloc_i 
dades de face variam de zero a infinito, (ver figura 4.5).
F R E Q Ü Ê N C I A  A D 1 M E M S 1 0 N A L  (il)
Figura 4,5 - Velocidade de fase de cada grupo.
64
MODULA f. *•
V il.  «It í  a  s e ------------------<j*u po ------------»
Figura 4,6 - Representação da velocidade de fase e 
velocidade de grupo.
0 vetor de estação na N-êsima massa 
ao grupo positivo serã;
00
y + 2nïï
{Z,R+ = ” {A) ei2n(ft - -*------ N)
N N=-m N . 2R
e devido ao grupo negativo serã:
y + 2nll
00 V*
ÍZ1R- = e (B) ei2fl(ft + 2n ^
N ^  {B}N 211
devido
(4.42)
(4.43)
Evidentemente o vetor da estação global na 
N-êsima massa serã a soma de (4.42) e (4.43).
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C A P Í T U L O  V
RESPOSTA DE SISTEMAS PERIÕDICOS
5. INTRODUÇÃO
Neste capítulo serã abordado a resposta de sistemas peri^  
õdicos sob ação de forças.
As derivações aqui apresentadas são bastantes gerais, e 
representam uma variante daquela apresentada por ESPÍNDOLA [L3.|vEm 
bora ilustrada- com exemplos discretos simples, as derivações apli^  
cam-se igualmente a sistemas contínuos periõdicos.
5.1. FORMULAÇÃO DA RESPOSTA
Suponha-se que uma onda propaga-se ao longo de uma 
estrutura periódica.
Uma quantidade (por exemplo, um deslocamento) na e- 
nêsima estação serã representada por
% (nL, t) = z(nL)ei2n<;£t " KnL) = 7(nL)el2n£t (5.1)
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onde z(nL) ê a amplitude na enêsima estação e z(nL) = z(nL)e iny, 
onde y = 2nKL.
Na expressão (5.1) z"(nL) representa uma amplitude 
complexa a direita (por exemplo) da enêsima estação. Se se consi­
derar todas as grandezas envolvidas em cada estação, ter-se-ã:
{z (nL , t) } = {z(nL) }el2IIf(t “ KnL) = {z (nL) }el2II£t (5.2)
(z(nL)} = {z(nL)}e *ny (5.3)
0 problema de propagação livre ê formulado de tal
sorte que
(I(nL)} = {z(0) }e“iny (5.4)
onde (z(0)} ê um vetor considerado numa estação de referência.
Como fase ê uma grandeza relativa, pode-se, sem per 
da dê gefíêràlidade * e observando (5.3) e (5.4), fazer
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{z(0) } = {z(nL)} , n = 0, ±1, ±2, . (5.5)
A expressão (5.5) quer dizer que, havendo propaga­
ção ao longo de uma parte não excitada da estrutura, as amplitu­
des nas estações não variam em módulo, apenas em fase.
Suponha-se que [T] seja a'matriz de transferência 
de período. Então, como se viu no capítulo IV, (5.5) ê de fato au 
tovetores do problema de autovalores:
Suponha-se agora que o sistema ,em tela tenha Mgraus 
terminais de liberdade j14|.
bem como os autovetores.
A ortogonalidade dos autovetores |15| permite garan 
tir que qualquer vetor {z(nL)} de ordem 2M pode ser escrito como 
uma combinação linear dos mesmos:
[T] { z (0) } = e"ly { z (0) } (5.,6)
r
Isto implica em que a matriz [T] serã de ordem 2M ,
{z(nL)} = l c {z (0)}. e"inyj 
j=l 3 J
(5.7)
«
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Note-se que {z(0)K, j = 1, 2M são os autovetores a
direita de [T].
Sejam (z(0)}^ os autovetores â esquerda de [t] e su 
ponha-se que {z"(0) K  e {7(0)}^ sejam normalizados de tal sorte que
{z(0)}T {z ( O ) = 6jk, j, k = 1, 2, 2M (5.8)
onde ô., ê o delta de Kronecker,
LTPré-multiplicando (5.7) por»{z(0)}^ e levando ..em 
conta (5. 8) obtêm-se:
T
{7(0) }£ {7 (nL)} = Ck{I(0)}ke"invik , k = 1, 2..... 2M
(5.9)
As expressões (5.9) permitem determinar e justi­
ficam a expressão (5.7).
Suponha-se agora que a estação n = 0 seja carregada 
por forças conhecidas e suponha-se também que (z(nL)} seja consi­
derado ã direita de cada estação.
Então, {z(OL)} conterá todos os deslocamentos da es. 
tação zero (desconhecidos), todas as forças (e momentos) à direi­
ta da estação zero, bem como todas as forças aplicadas.
,0 exemplo que se vera abaixo ilustrara essas idéias.
Fazendo pois n = 0 em (5.7), ter-se-ã um sistema de 
2M equações lineares com 2M incógnitas Cj mais M deslocamentos e 
M forças elásticas. Um total de 2 x (2M) incógnitas.
As condições de contorno (duas) introduzem (cada u 
ma) M incógnitas e 2M equações.
r .Ter-se-a um total de 6M equações com 6M incógnitas.
5.2. EXEMPLO ILUSTRATIVO
A seguir a teoria acima serã ilustrada para o sist£ 
ma da figura 5.1, que contêm N períodos.
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*
N + 1
Figura 5.1 - Sistema mecânico discreto com N períodos.
%Admite-se que a excitação ocorre na massa da extre­
ma esquerda e que varia harmonicamente com o tempo, isto ê, f(t)= 
Fe1^ .  O vetor de estação a direita de "0" serã:
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{ z ( 0 L ) } = /
1 x
N
*
*3 1 h-* o
1
> = <
0 q ' - m 2 1
L
Xo
> = <
'-Mfi 2)x o + F
(5.10)
Para o presente exemplo M = 1, isto ê, o sistema tem 
apenas um grau terminal de liberdade, de sorte que (5.7) pode. Ser 
escrita:
{z(nL)} = Ci{z(0)}ie-in^ 1 + C2{z(0)}2e" i ny 2 (5.11)
De (5.11) e (5.10), tem-se:
x0 = Ca zi i C2z 1 2 (5.12)
(q' - Míí2) + F = C! z 2 i + C2 z 2 2 (5.13)
dfldê
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Z 2 1
z 1 1 z 1 20) { Z (0) } 2 = < >
*
Z 2 2
, >
Por outro lado, aplicando (5.7) à direita da massa
N + 1, tem-se:
XN+1 = ClZlie ÍNyi + C2Zi2e“ iNy2 (5.14)
0 = C i z2 i e-lNy 1 + C2Z2 2e" lN;J2 (5.15)
r .
As equações de (5.12)a (5.15) contêm 4 incógnitas, i£ 
to ê, 2 x (2 x 1 ) = 4  incógnitas.
Eliminando xo e obtêm-se o seguinte sistema de
equações:
Z21 - (q'-Míí2)zii z 2 2 - (q'-Mft2)z12
z 2 1 e-iNy : z22e •iNy2
<
C
;
F
> = < > 
0
. J
(5.16)
com Ci e C2 determinados desta maneira a (5.7) pode ser aplicada.
Em geral, os (z(0)} devem ser determinados usando- 
se uma subrotina para o problema (5.6).
No caso presente, entretanto, os autovetores podem 
ser determinados a mão, e valem:
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*
1 - e -in + SlL Í2*  2
. (5.17)
q (3---fi*2)
q
Note-se que quando Q* 2 = ft* 2 = , y = ±2nü, n = 0, 
1, 2, ... neste caso {z (0)} dado por (5.17) ê nulo. Como F -^,0,a
(5.16) indica Ci e C2 infinitos, o que denota uma ressonância.
De fato, quando Q* = todas as massas movimentam
se em fase (y = ±2nIT) com freqUência
ft* 2 = ^ _ = M Q 2/q ,
q
ou seja, com freqUência
fi2 = SLl
M
(5.18)
Isto significa que, no início da primeira banda pro 
pagante os modos que interligam as massas não sofrem variação em 
seu comprimento; a estrutura se movimenta como um todo com a fre­
qüência
n’ = ÜHi = SLl
NM M
Nesta freqliência, como se viu, tem-se ondas estacio
nãrias.
Quando ft* 2 = ííf = 4 + a matriz do sistema • '
r ,
(5.16) torna-sè singular e, como F 5^ 0 deduz-se que Ci e C2 são
infinitos. Como neste caso y = ±nH , n = 1, 3, 5, ... , deduz-se 
que as massas movimentam-se com oposição de fase. De fato, um"sim 
pies calculo mostra que a freqüência neste caso ê:
íí! ■ — q ' (5.19)
M
Aqui também tem-se ondas estacionarias.
As freqüências (5.18) e (5.19) são respectivamente, 
a mais baixa e a mais alta do sistema.
0 que se viu anteriormente pode ser generalizado: as 
frêqUêrieiâS naturais sao tais que fazem a matriz do sistema (5.16)
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singular, isto é, ter determinante nulo.
Este fato permite estabelecer uma equação de freqliên
cias.
Outra maneira de determinar-se as freqüências natu­
rais ê fazendo-se Q variar de pequenos incrementos e determinar os 
picos de (5.7) .
Neste caso, para excitar amplitudes infinitas, deve 
se supor um pequeno amortecimento no sistema. Este método ê comu- 
mente usado para sistemas complexos.
r . Resultados numéricos foram obtidos para um sistema 
que pode ser modelado de acordo com a figura 5.1. Um modelo expe­
rimental foi também construído para testar a .teoria.
Estes resultados numéricos e experimentais serão dis
cutidos no capítulo VI.
Suponha-se agora que a força atue numa estação in­
termediária, P períodos à direita da ultima à esquerda e Q perío­
dos à esquerda da última à direita (figura 5.2).
M
Figura 5.2
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0 vetor â direita des&a estação serã:
<
x
N
R í
>
xT
(q'-Mfi2)xp + Np - F
> (5.20)
tem-se
Aplicando-se (5.7) ã direita da primeira estação,
(5.21)
( q '  ~ Míí2) x  p -  C i z 2 i e '  ^ 1 + C 2 Z 2 2 6 '  *^2 ( 5 '; 2 2 )
Aplicando-se (5.7)à direita do p-esimo período :
Xp - C 1z 11 + C 2 z 12 (5.23)
(q’ - Míí2)Xp + Np - F = CiZ2i + C2z22 (5.24)
Aplicando (5.7) à direita da última estação:
XP+Q = Cizu e'l(P + Q)yi + C2z12e'l(P + Q)y2 (5.25)
76
*
0 = CiZ2 1e"l(P + Q)yi + C2 z 2 2 e- 1 +  Q)ya (5.26)
As equações (5.21) a (5.26) contêm 6 incógnitas: Ci, 
P+QC2, x_p, Xp, Np, Xp+„ , que podem ser determinadas.
A expressão (5.7) pode agora ser usada para determ^ 
nar os vetores nas demais estações.
C A P Í T U L O  VI
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RESULTADOS EXPERIMENTAIS DA RESPOSTA DE SISTEMAS DISCRETOS
6 . INTRODUÇÃO
Este capítulo descreve um experimento visando comparar 
seus resultados com aqueles obtidos numericamente, usando-se a te 
oria do capítulo V.
6.1-., 0 MODELO EXPERIMENTAL
A figura 6.1 representa o modelo experimental dis­
creto e periodico, representativo daquele esquematizado na figura
4.1. Fixaram-se massas nas extremidades livres de vigas em balan­
ço com comprimento L e rigidez q', ligadas entre si por molas cir 
culares com diâmetro D e rigidez q. Para garantir a periodicidade 
do sistema, ajustou-se as vigas em balanço de modo a terem a mes­
ma freqüência natural. Construiu-se o modelo com molas de aço e 
massas de alumínio com as seguintes características:
Diâmetro interno da mola circular (D) ......  90 mm
Comprimento da viga em balanço (L) .........  180 mm
Massa de Alumínio (M) .......................  0,211 Kg
Mâssa da viga em balanço (m) ................ 0,0986 Kg
Cõmprimento do período (Z) .................. 133 mm
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Figura 6,1 - Modelo experimental discreto e periódico. 
(Ver anexo I).
6.2. MEDIÇÃO DAS RIGIDEZES DAS MOLAS
As rigidezes, q e q', foram medidas experimentalmen 
te, conforme método esquematizado pela figura 6 .2.
Aplicou-se uma força de intensidade conhecida na ex 
tremidade livre da viga em balanço (ver figura 6 .2a) ligada a um 
transdutor de deslocamento o qual registrou o deslocamento num me 
didor de deformações. Repetiu-se o processo para varias forças. U 
tiliza-se o mesmo método para a mola circular (ver figura 6 .2b).
i
2
f*-»|
l á )
Figura 6.2 - (F) Força conhecida.(1) Transdutor de deslocamento IWT 301 VEB. 
(2) Medidor de deformações D3 VEB. Comprimento da viga, L = 180 mm. Altura da 
viga, hy = 3,2 mm. Largura da viga, by = 22 im. Diâmetro do anel, D = 45 mm. 
Altura aa chapa da mola circular, ^  = 0,4 mm. Largura da chapa da mola circu-
lar bm = 30 mm.
*Os valores medidos foram plotados na figura 6.3. As 
curvas foram ajustadas utilizando o metodo estatístico da regres^ 
são linear.
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Figura 6.3 - A curva (a) representa a deformação da viga em balanço. A curva 
(b) representa a deformação da mola circular.
Da figura 6.3 pode-se concluir:
N Nq = 4361 - e q' = 3837 -
. m m
6.3. SISTEMA DE MEDIÇÕES DA RESPOSTA EM FREQUÊNCIA
A figura 6.4 representa o sistema de medições do mo 
delo experimental, que pode ser descrito da seguinte forma: do ge 
rador o sinal (senoide pura) foi amplificado e enviado ao excita- 
dor d§ Vibrações. 0 sinal de excitação foi captado na cabeça de im 
pedãflêiâ colocada entre o excitador e o sistema (ver figura 6.4).
A cabeça de impedância fornece dois sinais: força e aceleração. 0 
sinal da força ê amplificado e em seguida comprimido no gerador 
tornando-se constante com a freqllência. A variação do sinal com a 
freqüência ê feita pela sincronização mecânica do registrador de 
nível com o gerador. 0 sinal da aceleração foi gravado no regis­
trador de nível via prê-amplificador e analizador de freqüência.
1 - Cabeça de Impedância TIPO 8001 B K
2 - Excitador de Vibrações TIPO 4809 B a K
3 - Amplificador de Carga TIPO 2626 B $ K
4 - Amplificador de Medições TIPO 2807 B $ K
5 “ Gerador TIPO 1027 B K
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6 - Amplificador de Potência
7 - Analisador de Freqüência
8 - Prê-Amplificador de Micro
fones
9 - Registrador de Nível
10 - Osciloscopio
11 - Modelo Experimental
TIPO
TIPO
2706
2120
TIPO 2619 B $ K
TIPO 2305 B $ K
TIPO H2V13A H B M
Figura 6.4 - Sistema de medição do modelo experimental (ver anexo 1)
6.4. CALIBRAÇÃO
A calibração correspondente ‘à aceleração foi feita 
pelo método rcòmparativo. Excita-se o modelo experimental e faz-se 
a leitura da amplitude no analisador de freqüência; o valor lido 
(em mV) ê tomado como referência no registrador de nível. Par.a con 
verter o sinal de referência de mV para m/s2 usa-se o calibrador 
de acelerômetros 4291 (ver figura 6.5).
1 - Calibrador de Acelerômetros 4291
2 - Prê-Amplificador de Microfones 2619
3 - Amplificador de Medições 2807
Figura 6.5
Ajustando-se o calibrador ã massa do acelerômetro , 
este vibra com uma aceleração senoidal de amplitude igual a 
10 m/s2. Esta aceleração corresponde a uma amplitude (em mV) lida 
no amplificador de medições. A seguir tem-se os acelerômetros usa 
dos e suas calibrações.
a) Acelerômetro tipo 4366 n9 811717 que seria fixa­
do na primeira massa. Para este acelerômetro u- 
sou-se o prê-amplificador de microfones n9840568. 
CALIBRAÇÃO: 41,8 mV = 10 m/s2
b) Acelerômetro tipo 4366 n9 811720 que seria fixa­
do na segunda massa. Para este acelerômetro us.ou
«- . se o amplificador de microfones n9840567 
CALIBRAÇAO: 38,8 mV = 10 m/s2
A calibração correspondente ao fluxo da força, foi 
feita pelo método direto. Usou-se a cabeça de impedância tipo 8001 
n9 831307 com sensibilidade de carga igual a 325 pC/N. Apõs o si£ 
tema ter sido ajustado a esta sensibilidade, escolheu-se uma for­
ça de amplitude igual a 0,1 N, que deveria ser mantida constante 
ao longo da faixa de freqüências de interesse, pelo circuito de 
compressão.
6.5. DISCUSSÃO DOS RESULTADOS
Excitando-se o modelo experimental obteve-se curvas 
de resposta em freqüência como as das figuras 6 . 6 e 6.9.
-
( * )
;  I
I r
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---------------
1 4 i5 x K p m / ^ 2
i i 11 i
50 K  u - > \
Figura 6.6 - As curvas (a) e (c) representam a resposta na 
primeita e segunda massa, respectivamente. As curvas (b) e 
(d) as forças aplicadas na primeira e segunda massa, res­
pectivamente. Usou-se potenciômetro de 50 dB, Retificador 
itMSi limite inferior de freqüência 2 Hz, Velocidade de es­
crita 4 ittfn/s e velocidade do papel 0,003 mm/s.
As curvas (a) e (c) da figura 6 . 6 representam a res 
posta em freqüência, ou seja, o quociente da aceleração pela for­
ça. Nas estruturas com baixo fator de amortecimento este quocien­
te tende a infinito nas ressonâncias, isto implica que a força a 
plicada tende a zero, tornando impossível ao circuito compressor 
mantê-la constante. Por esta razão, nota-se uma certa variação na 
força aplicada, nas freqüências de ressonâncias das curvas (b) e 
(d) da figura 6 .6 .
Na verdade, o que interessa na pratica são as fre­
qüências naturais, tendo em vista serem estas os pontos perigosos; 
mas com a finalidade de tornar mais adequada a comparação das am­
plitudes numéricas com as experimentais,, irttroduz-se amortecimento 
no modelo experimental. Para isto colou-se fita adesiva de alumí­
nio encruado ao longo do comprimento de cada viga.
Mediu-se o amortecimento pelo método do decaimento 
exponencial, representado pela figura 6.7.
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1 - Acelerômetro TIPO 4366 N9 811714 B § K
2 - Prê-Amplificador de Micro­
fones TIPO 2619 N9 840568 B | K
3 - Analisador de Freqüência TIPO 2120 B F, K
4 - Registrador de Nível TIPO 2305 B Ç K
5 - Sistema
Figura 6.7 - Medição do amortecimento pelo método do decaimento exponencial.
Aplicando-se um certo deslocamento inicial ao siste 
ma (figura 6.7), este vibra em seus vãrios modos. As vibrações são 
captadas por intermédio de um acelerômetro, localizado numa das 
massas; o sinal captado pelo acelerômetro "ê amplificado e analisa 
do no analisador de freqüência. Na analise escolheu-se f0 = 23,3Hz 
como freqüência central e o filtro com banda de 1 %. O sinal ê re­
gistrado no registrador de nível que fornece a curva de decaimen­
to exponencial (ver figura 6 .8).
Figura 6.8 - Velocidade do papel 10 mm/s. Velo 
cidade de escrita 100 mm/s. Retificador RMST 
Potenciômetro 50 dB. Limite inferior de freqüên 
cia 10 Hz. —
*Pode-se medir o fator de amortecimento da figura 
6 .8, pela expressão abaixo |16|.
Ç = - ü -  (6 .1 )
f oT6 0
onde f0 ê a freqUência central e T6o ê o tempo necessário para a 
curva cair de 60 dB.
Aplicando-se os resultados da figura 6 . 8 na expres­
são (6 .1 ) , fem-se:
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As curvas das figuras 6.9 e 6.10 representam a res­
posta experimental e numérica, respectivamente, referentes ao fa­
tor de amortecimento introduzido.
50
dB
40
30
20
10
10 20 50 f ( H z )
Figura 6.9 - As curvas (a) e (c) representam a resposta em 
freqüência na primeira e segunda massa, respectivamente.As 
curvas (b) e (d) as forças aplicadas na primeira e segunda 
massa, respectivamente. Usa-se potenciômetro de 50 dB, Re- 
tificador RMS, limite inferior de freqüência 2 Hz, veloci­
dade de escrita 4 mm/s e velocidade do papel 0,003 mm/s.
%Pode-se ver claramente a importância do fator de a- 
mortecimento, comparando-se as figuras 6 . 6 e 6.9. Nota-se uma ate 
nuação bastante acentuada nos picos, e a força aplicada (figura 
6.9 b e d) tende a um valor mais constante.
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Figura 6.10 - As curvas (a) e (b) representam a 
resposta em freqüência na primeira e segunda ma:; 
sa, respectivamente, computadas com base na teo 
ria do capítulo V.
Para comparar os resultados experimentais (figura 
6.9) com os resultados numéricos (figura 6.10) registrou-se estes 
resultados nas tabelas 6 . 1  e 6 .2 .
Nota-se, portanto, que as freqüências naturais são 
aproximadamente iguais, garantindo assim o êxito dos resultados .
No entanto, as amplitudes (correspondentes às ressonâncias} diver 
sificam para a maioria dos picos. Pode-se, no entanto, melhorar es 
tes resultados, de-sde que se aumente o fator de amortecimento.
Resultados Experimentais (figura 6.9)
Amplitude (m/s2)
Freqüência (Hz) l.a Massa 2.a Massa
19,50 72,69 58,40
21,40 54,51 43,80
24 ,40 91,52 32 ,84
28,40 1 0 2 , 6 8 46,39
33,80 91,52 . 103,86
36,80 49,71 92,57
39 ,30 2 2 , 2 1 43 , 80
41 ,10 9,69 6,94
Tabela 6.1
Resultados Numéricos (figura 6.10)
Amplitude (m/s2)
Freqüência (Hz) l.a Massa 2.a Massa
19 ,65 78,68 77 ,62
2 1 , 0 1 201,37 171,16
24 ,37 229,16 93,84
28,62 72 ,51 56,82
33,10 190 ,97 186,00
36,93 152,05 274 , 34
39 ,91 90,64 224,84
41,83 21,42 56,21
Tabela 6.2
medições.
Outra razão desta discrepância provêm do sistema de
Para que o circuito compressor do gerador tipo 1027 
B$K funcione dentro da faixa de compressão, ê necessário diminuir 
o mãximo possível a velocidade do papel do Registrador de Nível 
tipo 2305 B$K. Esta velocidade esta diretamente relacionada com a 
velocidade de escrita, isto ê, quanto mais baixa a velocidade do 
papel, mais baixa sera a velocidade de escrita da pena do regis­
trador 2305 BÇK. Desta forma, para velocidades de escrita muito 
baixa, aumenta-se o amortecimento na pena. Como neste caso o amor 
tecimento da pena ê bem maior do que o amortecimento do’ sistema, 
os valores dos picos (ressonâncias) medidor serão bastante defa-sa 
dos dos caldülados. Estes problemas não afetam, entretanto, os va 
lores das frequências naturais, que são realmente os parâmetros 
importantes.
C A P Í T U L O  VII
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PROPAGAÇÃO LIVRE DE ONDAS EM TUBOS CONTÍNUOS COM 
FLUIDO EM MOVIMENTO
7. INTRODUÇÃO
As vibrações transversais de tubos contínuos com fluido 
em movimento foi amplamente pesquisada dada a sua importância no 
projeto de oleodutos, gasodutos, linhas de alimentação de combus­
tível, tubulações forçadas de alimentação-de turbinas hidráulicas, 
.linhas de descargas de bombas centrífugas, tubos de trocadores de 
calor, barras de combustível nuclear e outros sistemas de tubula­
ções. Segundo Paidoussis |17| o estudo das características dinãnri 
cas de tubos flexíveis com fluido em movimento começou com uma ex 
periência feita por Ashley e Haviland quando tentaram descrever 
as vibrações observadas nos oleodutos da TRANSARABIAN. No entanto, 
a formulação do problema foi considerada incorreta por Feodos'yev 
I18[, quando derivou a equação correta para o movimento e analisou
o caso de um tubo com ambas as extremidades simplesmente apoiadas. 
Feodos'yev e Housner mostraram que o tubo podia flambar nas altas 
velocidades de fluxo, semelhante ao que acontece a uma coluna su­
jeita a uma carga axial. Stein |19|, interessado com tubos infini^ 
tamente longos com fluido em movimento, trouxe a primeira corre­
ção para a equação do movimento. Esta correção introduziu o efei­
to da pressão interna, que
torna-se significante nas pressões suficientemente altas.
S. S. Chen 1201 utilizou a equação dos três momentos pa­
ra investigar teoricamente as vibrações de tubos contínuos com 
fluido em movimento. Tendo em vista as limitações que a equação 
dos três momentos oferece, o método de propagação de ondas, atra­
vés de matrizes de transferência apresenta-se promissor, dado a 
sua flexibilidade e poder. Assim, o objetivo deste capítulo será 
a obtenção das constantes de propagações e compara-las com os re­
sultados encontrados na literatura.
7.1. OBTENÇÃO DA MATRIZ DE TRANSEERÊNCIA PERICDICA
r
Considere-se dois vãos vizinhos de um tubo contínuo 
(ver figura 7.1).
Á  a  -a jx3 'a a  “wL
» 1 2 3 N-2 rf-1 N
Figura 7.1 - Tubo contínuo.
0 passo básico na solução de problemas de propaga­
ção livre de ondas em estruturas periódicas é, a obtenção da ma­
triz de transferência e a partir desta, a equação para as constan 
tes de propagação. A matriz de transferência ê geralmente compos­
ta de deis fatores (ver capítulo III): matriz de transferência cam 
po e íftãtfiz de transferência ponto. Em forma de equação, tem-se:
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[Tj = [P] [T p (L , 0) ] (7.1)
Matriz de transferência ponto 
Matriz de transferência campo 
Matriz de transferência do período
Existem varios métodos para determinar a matriz de 
transferência campo. Serã utilizado aqui um dos métodos descrito 
por Espíndola |6 f, que é baseado nos autovetores e autovalores da 
matriz de estado [A]. Em forma de equação tem-se:
-.[TFa,0)j = [U] [ V í í j  [V]T (7.2)
onde [U] ê a matriz modal de [A|, • são os autovalores de [A] 
e [V] ê a matriz dos autovetores ã esquerda de [A].
A expressão (7.2) é valida quando os autovetores são 
normalizados de acordo com a expressão (7.3):
[ T p ( L . O ) ]
[T]
, onde [P]
{V.}T {U } = <5. (7.3)i m im
onde ê igual a um quando i = m e a zero quando diferente. Co
mo uma consequência de (7.3) pode-se escrever:
m t m  - pj (7.4)
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o que significa
[vj1 = [U]
- i (7.5)
7.1.1. DETERMINAÇÃO DA MATRIZ DE ESTADO fAT
A matriz de estado [A]ê o elemento bãsico.pa 
ra o cálculo da matriz de transferência campo. Ela aparece na e- 
quação estado do sistema: (ver capítulo III)
sej a
tem-si:
{z(y) }' = [A] { z (y) } (3.5)
Admitindo-se que a solução da equação (A.10)
y(x,t) = Y(x)elQt (7.6)
EI [d'1Y(x) /dx4] + (MU2 + pA + T) [d2Y(x)/dx2] +
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Í2MÍ2U [dY (x) / dx] - (M + m)ft2Y(x) = 0  (7.7)
(ver simbologia no apêndice A)
Pode-se ainda escrever:
logo
Y' (x) = \p (7.8)
A = EI [d2Y(x)/dx2] = - EIi|) ’ , logo
i)j ’ (x) = - * / E I  (7.9)
V = - EI [d3Y(x)/dx3] = d/dx{- EI [d2Y(x)/dx2] } = ^ '(x)
A  '(x) = V (7.10)
agora: V'(x) = - EI [d4 Y (x)/dx4]
Da expressão (7.7) tira-se
%V' (x) = (MU2 + pA + T) d2Y (x) /dx 2 + i2MUfi [dY (x)/dx] -
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(M + m) ft2Y(x) ou
V' (x) = - [(MU2 + pA + T)/EI] + i2MUíty - (M + m) ft2Y
(7.11)
Escrevendo em forma matricial as equações 
(7.8), (7.9), (7.10) e (7.11), tem-se:
<
Y t P*
> =A
V
0 
0 
0
- (M+iii)
1
0
0
Í2MUÍÍ
0 , 
-1/EI 
0
(MU 2 + pA+T)/EI 0
-1 Y
< >
X
J V *
(7.12)
Chamando $ (M + m)ft2/EI, ou ainda:
(6L) i» _ (M + m ) L  /EI (7.13)
BL é adimensional.
se:
Fazendo ft* = (BL) 2 a expressão (7.13) torna-
íí* = íí[(M + m)/EI] 1/2 L2 (7.14)
ou seja, fi* = c£ft (7.15)
onde c£ = [(M + m)/El] 1/2 L2 (7.16)
c£ tem dimensão de tempo, ft* ê uma freqüência adimensional e e..de 
finida por (>-7.14) .
Conforme expressão (3.5);, de (7.12) tira-se:
0 ].=
0
0
0
1
0
0
0
-1/EI
0
-(M+m)(ft*/c£) 2 i2MU(fl*/cf) -(MU2+pA+T)/EI
0
0
1
0
(7.17)
A expressão (7.17) representa a matriz de e£
tado
7.2. CONSTANTES DE PROPAGAÇÃO PARA O TUBO CONDUZINDO
FLUIDO
As constantes de propagação foram obtidas por compu 
tação numérica.
Utilizou-se um dos métodos formulado por Espíndola 
16 | baseado nos autovetores de [Aj .'
Este método, utiliza a expressão (7.2) na computa­
ção numérica da matriz de transferência do período, e a equação 
das constantes de propagação apresentada pela equação (4.14).
<- As constantes de propagação são fornecidas pela ex­
pressão dos autovalores.
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*
X = e"ly
Para facilitar os cálculos numéricos dos autovalo­
res ut-iliza-se a técnica 'de redução de ordem desenvolvida por Espín 
dola |6 | para redução da matriz de transferência do período.
Apresenta-se no Apêndice B um fluxograma para a com 
putação numérica, das constantes de propagação, usando a técnica 
descrita acima.
Re
 
Im 
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%
Os resultados computados são plotados nas figuras •
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7.2 e 7.3.
r
O 10 20 30 40 50 60 70 80
F R E Q U E N C I A  A D M E N S IO N A L  ( f f )
Figura 7.2 - Propagação de ondas em um tubo infinito, apoiado periodicamente 
com um fluido em movimento.
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FREQUENCIA ADMENSIONAL (A*)
Figura 7.3 - Propagação de ondas em um tubo infinito, apoiado periodicamente 
com um fluido em movimento.
A figura 7.4 representa a curva para as constantes 
de propagação com velocidade adimensional igual a n.  Verifica-se, 
portanto, cjue esta velocidade as ondas livres com freqüencia zero 
são propagantes. Comprovado mais uma vez os resultados obtidos
por Chen.
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FigUfà 7*4 - Prôpagaçao de ondas em um tubo infinito, apoiado periodicamente 
éíã tím fiitidó éfii movimento.
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Utiliza-se nas figuras os seguintes parâmetros adi^
mensionais:
r = ü± r = c___M____) ! 2 u _ r ^ / 2 uL
r EI ’ m + M ’ u lEI J
n. = c m  V M 0 V 2  L 2 a
EI
As figuras 7,2 e 7.3 representam as constantes de 
propagação de um tubo com os mesmos parâme.tros adimensionais uti_ 
lizados por £hen 12 0 1 no calculo das constantes de propagações de 
tubos simplesmente apoiados.
Comparando estes resultados com os apresentados por 
Chen, verifica-se que são perfeitamente iguais.
A vantagem do presente método, entretanto, reside 
na sua generalidade e na sua formulação orientada para computado 
res digitais. As manipulações algébricas são reduzidas ao mínimo 
necessário ao estabelecimento da matriz |A|. Suportes viscoelãsti^ 
cos Ou supressores de vibrações (tipos neutralizadores) podem ser 
introduzidos sem maiores complicações. Ja o método utilizado por 
Chen carece dessa vantagem e, se se pensar em estruturas mais com 
plexas, êste seria, provavelmente, inadequado, dada as manipula­
ções algébricas envolvidas.
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C A P Í T U L O  VIII 
CONCLUSÕES GERAIS E SUGESTÕES PARA ESTUDOS POSTERIORES
As idéias básicas de propagação livre de ondas em estru 
turas periódicas foram revistas. A formulação foi aquela desenvolL 
vida por f 6 |, usando matrizes de transferência.
Foi abordada a teoria de resposta de estruturas period_i 
cas |6 |. Esta formulação ê adequada para sistemas discretos, mas 
pode ser estendida para sistemas contínuos. Esta última parte não 
foi introdufida neste trabalho.
Usou-se a formulação acima para o cálculo de resposta 
de um modelo discreto e comparou-se os resultados numéricos com 
os experimentais, obtidos de uma estrutura representativa do mod^
lo teorico.
Os resultados são excelentes no que concerne âs freqüên 
cias naturais, mas, como se esperava, são sofríveis quanto as am 
plitudes dos picos de ressonância. Atribui-se as discrepâncias aos 
erros computacionais das amplitudes perto das ressonâncias,bem co 
mo a não linearidade no sistema experimental.
Formula-se o problema de propagação livre de ondas para 
um tubõ periodicamente suportado, conduzindo um fluido.
Os resultados conferem com aqueles calculados por Chen 
12Q|, através de uma formulação pela equação dos três momentos.
A vantagem do método de propagação de ondas aqui aborda 
do, reside na sua generalidade e no fato de ser orientado para 
computador, evitando-se esforços algébricos.
Pode-se também usar este método para a determinação da 
resposta de tubos a um campo de pressões harmônicas. Isto no en­
tanto não foi inserido neste trabalho.
Como sugestão para estudos posteriores aponta-se o estu 
do do efeito de suportes viscoelãsticos na redução das vibrações 
■induzidas pbr.fluxo, bem como outros dispositivos atenuadores. A 
formulação de Espíndola serve bem a este proposito.
Sugere-se ainda o estudo de cilindros conduzindo fluido, 
com movimento geral das paredes. Este parece um campo promissor 
de aplicação das técnicas acima.
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A P Ê N D I C E  A
FORMULAÇÃO DA EQUAÇÃO DIFERENCIAL PARA AS VIBRAÇÕES DE TUBOS
RETOS COM FLUIDO EM MOVIMENTO
A derivação abaixo segue de perto aquela apresentada por 
Paidoussis |17| e Naguleswaram \22\.
Para a formulação da equação diferencial do movimento se 
rã considerado o sistema da figura A.l o qual consiste de um tubo 
em balanço de comprimento L, perímetro interno S, massa por un.ida 
.de de comprimento m, rigidez flexionai EI, massa por unidade de 
comprimento do fluido M, velocidade de fluxo U e descarga na ex­
tremidade livre. A ãrea de secção transversal do fluido ê "A" e a 
pressão do fluido medida acima da atmosfera ê "p". 0 eixo dos "x" 
coincide com o eixo do tubo na sua posição de equilíbrio.
GônSidêre^se elementos Ôx do tubo e do fluido, sujeito a 
peqUifiOS fnõvimentos laterais y(x,t), tal como mostrado na figura
Aii
A. 2 abaixo,
í S k V * 'o-S*«
«?yí* \
jL+gt*
Figura A.2
e ainda restrito âs seguintes limitações: .o diâmetro do tubo ê .pe 
queno em reLação ao comprimento de onda de qualquer distúrbio na 
linha de centro quando vibrando; as acelerações das partículas do 
fluido nas direções x e y e as derivadas de primeira ordem nos p£ 
quenos deslocamentos "y" são zero. Assim, para o elemento de flu:i 
do, o balanço de forças nas direções x e y dã:
- A(3p/3x) - qS + Mg + F(3y/3x) = 0 (A.l)
F - M[j3/3t + U(3/3x)^]2y + A(3/3x) [p(3z/3x)"] + qS(3y/3x) = 0
(A.2)
onde fej ê íiflSâd Úê cisalhamento na superfície interna do tubo e F 
ê â iÊ0f§â tfâfi§Vêrsàl por unidade de comprimento entre a parede do
f
1\
Aiii
tubo e do fluido.
Semelhantemente, para o elemento do tubo temos:
(3T/3x) + qS + mg - F(3y/3x) = 0 (A.3)
(3Q/3x) + F - m(32y/3t2) + 3/3x[T(3y/3x)] + qS(3y/3x) = 0
CA.4)
Q = -3^C/3x = - EI(33y/3x3) (A. 5)
r „
onde "T" ê a tensão longitudinal, "Q" é a força de cisalhamento 
transversal no tubo e ”A ” é o momento de flexão; serão despreza­
dos aqui os termos de segunda ordem de acordo com a aproximação 
de Euler para pequenos movimentos lateráis de vigas.
Subtraindo a equação (A.4) da equação (A.2) e substituin 
do a equação (A.5) ao resultado, tem-se:
EI (3‘*y/3x1*) + 3/3x[(pA - T)3y/3x] + M[3/3t + U(3/3x)]2y +
m(32y/3t2) = 0 (A.6)
Aiv
Adicionando as equações (A.l) e (A.3), tem-se:
3/3x(T - pA) + (M + m)g = 0
que integrada de x a L pode ser escrita como
(T - pA)L - (T - PA)x + (M + m) (L - x)g = 0
T e p são nulos em x = L , jã que p ê medido acima da pressão at» 
mosfêrica; cõnsequentemente, esta equação da:
T - pA = (M + m)(L - x)g (A.7)
Substituindo a equação (A.7) na equação (A.6), tem-se:
EI (3 l*y/3x'‘*) + M[3/3t + U(3/3x)J2y + (M + m)g[3y/3x -
(L - x)32y/3x2J + m(32y/3r2) = 0 (A.8)
que ê a equação diferencial para pequenos movimentos lateráis. Em 
seqüência os termos da equação (A.8) podem ser assim identifica­
dos: força restauradora flexionai, força de inércia do fluido, for 
ça da gravidade e força de inércia do tubo. Reagrupando a equação 
(A.8), tem-se:
EI (3 **y/3 x “) + ]MU2 - (M + m) (L - x)g~| (32y/3x2) +
2MU(32y/3x3t) + (M + m)g(3y/3x) + (M + m)(32y/3t2) = 0
CA.9)
r ,
Esta equação pode também ser formulada pelo princípio de 
Hamilton. Como estã-se interessado com tubos simplesmente apoia­
dos, a equação (A.9) sofrerã algumas modificações. Heinrich |2 1 j 
* — ~ 
mostrou que se o tubo e pressionado a uma pressão p0, uma força 
lateral p0A(32y/3x2) surgira, isto porque a pressão radial no la­
do tracionado do eixo neutro da viga tubular esta agindo numa ã- 
rea maior do que no lado comprimido. A ação desse termo no siste­
ma é equivalente a uma carga de compressão axial de magnitude p0A. 
Semelhantemente, se uma tensão externa To for aplicada ao tubo, a 
parecera uma força lateral igual a - T0(32y/3x2). Consequentemen­
te, para tubos com ambas as extremidades apoiadas, um termo igual 
a (pA + T)(32y/3x2) precisa ser adicionado a equação (A.9). Des­
ta forma, a equação diferencial para vibrações de tubos retos com 
fluido em movimento ê:
Avi
EI (9 ‘y/Sx1*) + (MU2 + pA + T)(92y/9x2) + 2MU(92y/9x9t) +
%
(m + M)(92y/9t2) = 0 (A.10)
onde E Modulo de elasticidade do tubo
I Momento de inércia do‘ tubo
x Coordenada axial
y Deslocamento transversal
t Tempo
p Pressão do fluido
T tensão externa 
U r . Velocidade de fluxo
íri Massa por unidade de comprimento do tubo
M Massa por unidade de comprimento do fluido
A Ârea de fluxo interna
A equação (A.10) foi baseada nas seguintes hipóteses: .a) 
As vibrações são pequenas de modo que serão importantes somente os 
termos lineares, b) As densidades de massa são uniformes, c) Os e 
feitos de inércia rotatoria, cisalhamento transversal e amorteci­
mento são desprezíveis, d) A pressão e velocidade do fluido são 
constantes.
A equação incorpora ainda os efeitos de força centrífuga 
do fluido, força de Coriolis, pressão do fluido e tensão externa.
A força centrífuga ê provocada pela curvatura do vão, devido ao 
fluxo de fluido e ê equivalente a uma carga de compressão agindo 
na extremidade reduzindo assim a freqüência natural. A força de 
Coriolis ê devido a uma ação combinada, fluxo e rotação dos ele­
mentos de fluido e provoca uma distorção assimétrica na forma mo­
dal classica. A pressão interna do fluido e a tensão externa re­
presentam a tensão modal efetiva.
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APÊNDICE C
ANÄLISE DIGITAL
C.l - INTRODUÇÃO
A analise digital consiste na transformação de um ruí^  
do ou vibração Cpor meio de um transdutor adequado) em uma vol 
tagem elétrica, e analisar o sinal no Domínio do Tempo ou no Do 
mínio da Frequência *23'.
Ç.2 - LISTA DE EQUIPAMENTOS
r
A figura C.l representa o sistema de medições:
J _ t $ Q 3 y < X l
Figura C.l - Sistema de medições para a analise digital.
1 - Cabeça de Impedância
2 - Excitador de Vibração
*
3 - Amplificador de Carga
4 - Amplificador de Medições
5 - Gerador
6 - Amplificador de Potência
7 - Analisador de Frequência
8 - Prê-Amplificador de Microfones
9 - Gravador
Tipo 8001 BÇK
Tipo 4809 BÇK
Tipo 2626 B§K
Tipo 2807 B$K
Tipo 1027 BÇK
Tipo 2706 BÇK 
Tipo 2120 B6|K 
Tipo 2619 BÇK 
Tipo 7003 B8jK
9
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C.3 - AS MEDIDAS
Gravando-se o sinal conforme figura C.l, faz-se a ana 
■lise no FOURIER ANALYZER da Hewlett-Packard escolhendo-se os se 
guintes parâmetros para a analise digital:
a) Frequência Central f = 30 Hz
b) Banda f = 31.6 Hz
c) Sinal Ruído Branco
d) Frequência Maxima fmQY = 100 Hzill d A.
e) Numero de Pontos N = 4096
f) Número de Médias 25.
r
C.4 - CONCLUSÃO
Cita-se a analise digital aqui como uma opção a mais. 
Ë um método bastante rãpido e eficiente comparado com o método 
analogico usado neste trabalho. As figuras C.2, C.3, C.4 e C.5V 
representam as respostas em frequências utilizando a analise di_ 
gital.
Figura 
C.2 
- 
Resposta 
em 
frequência 
da 
saída 
do 
gerador 
Tipo 
1027 
BÇK.
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Figura 
C.3 
- 
Resposta 
em 
frequência 
da 
força 
na 
Cabeça 
de 
Impedância 
Tipo 
8001 
B£K.
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Figura 
C.4 
- 
Resposta 
em 
frequência 
na 
segunda 
massa. 
Escala 
logarítma.
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Figura 
C.5 
- 
Resposta 
em 
frequência 
na 
segunda 
massa. 
Escala 
linear.
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ANHXO I
F O T O G R A F I A S  R E F E R F N T F S  A O  M O D E L O  E X P E R I M E N T A L
F i g u r a  1 . 1  -  V  i  s t  a  t o t a l  d o  m o d e l o  e x p e r i  m e n t a l  e  d o  s i s t e m a  d e  m e d i ç õ e s .
] 1 i
F i g u r a  1 . 2  -  V i s t a  t o t a l  d o  s i s t e m a  c i e  m e d i ç õ e s .
« 
• 
«
I 1 i i
F i gu r a  1.4 - l ' i xaç ao  das v i g a s  cm ba l anço .
I i v
F i g u r a  1 . 5  -  F i x a ç ã o  d o s  a c c l c r ô m e t r o s  c  d ; i s  m o l a s  t i p o  a n e l .
